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អារម្ភកថា 

 ការរកី្ចសប្មីនននរសចេក្វទិា និង វទិាសាស្រេត តប្មូវឱ្យមនុេស
ខិតខំស្េែងរក្នូវចំសណឹះេរងថ្មីៗ       សេមីបបី្្រ់ប្្ងនិងសប្រីប្ាេ់នូវ      
រសចេក្វទិាទងំអេ់ស ឹះឱ្យានប្រសេីរស ងី។ ក្នុងស ឹះស្េរ មុខ
ជំ ញ្ណិតវទិា សេីរតួ ទោី៉ា ងេំខាន់សៅក្នុងវេ័ិយវទិាសាស្រេត 
ស យី វាជាចំស្ណក្មួយស្េលមិនអាចខែឹះានក្នុងការចូលរមួអភិវឌ្ឍ
ន៍រសចេក្វទិានិងភាពរកី្ចសប្មនីននប្រសទេជាត។ិ សេរសីវ ជាស្្នក្មួយ
នន្ណិតវទិា្ណ  ឬ ្ណិតវទិាវភិា្ សៅក្នុងវេ័ិយ្ណិត
វទិា។ សេរសីវ ប្តូវានអនុវតតក្នុងវេ័ិយស្សងៗេូចជា រូរវទិា ្ីមី
វទិា វេិែក្មម សេេាក្ចិេ ជីវវទិា ក្ីឡាជាសេីម  សដ្ឋយសារ  សេរសីវ  ជា      
អប្ាប្ាក្េ ស្េលររមិាណមួយស្ប្រប្រួលសដ្ឋយសធៀរនរងររមិាណ
មួយសទៀត ឬ ការរក្សលបឿនសដ្ឋយសធៀរនរងសពល (ជាឧទ រណ៍ 
ក្ីឡារត់ប្រណ្ដងំ ក្ីឡាប្រណ្ដងំទូក្…)នងិវាទក់្ទងនរងចមាា យ។ 
សដ្ឋយក្ាត សនឹះស យី សទីរសធែឱី្យខ្ុ ំេិក្ាប្សាវប្ជាវអំពីសេរសីវ ស យី
ាននិពនធសេៀវសៅ ការេកិ្ាប្ទរេាសីេរសីវននអនុ្មន៍ (Study of 

Derivative Theory of Functions) (ភា្ទី១) សនឹះស ងី ក្នុង
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សោលរណំងចូលរមួចំស្ណក្អភិវឌ្ឍន៍រណិំន និង ការពិចារណ្ដ
ររេ់េេិស និង និេសតិក៏្េូចជាមិតតអនក្អានទងំអេ់ស្េរ។ 

សេៀវសៅសនឹះសរៀរចំស ងីសេីមបរីំសពញនូវរណំងររេ់េិេស 
និេសតិ អនក្ប្សាវប្ជាវ នងិ មិតតអនក្អានទងំអេ់ស្េលខែឹះឯក្សារ
េិក្ានិងប្សាវប្ជាវ ជាពិសេេអនក្ស្េលានសរៀនឯក្សទេ្ណិត 
វទិា ប្តូវស្តេិក្ាពីប្ទរេាីសេរសីវសនឹះ ពីសប្រឹះវាជាសមសរៀនមូលដ្ឋា ន
ស្េលប្តូវស្តមានក្នុង  វភិា្ចនំួនពិត  ឬ  ្ណិតវទិា្ណ   ឬក៏្  
្ណិតវទិាវភិា្ ។ 
 ខ្ុ ំេូមស្ថ្ែងអណំរ្ុណោ៉ា ងប្ជាលសប្ៅចំសរឹះ េិេស និេសតិ 
អនក្ប្សាវប្ជាវ និង មតិតអនក្អានទងំអេ់ ស្េលោបំ្ទេល់ សេៀវសៅេាី
អំពី ការេកិ្ាប្ទរេាសីេរសីវននអនុ្មន៍ សនឹះ ស យីេូមសាែ ្មន៍ជា
និចេរាល់ការរឹិះ្ន់សាា រ  សេមីបឱី្យសេៀវសៅសនឹះកាន់ស្តេុប្ក្រតស្ថ្ម
សទៀត។ 
 

 ភនំសពញ, ស្ខឧេភា ឆ្ន ២ំ០២៣ 
 
 
 

យរម អាយុវឌ្ឍនៈវជិាា  
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ការសកិ្សាទ្រឹសដដីេរដីេនៃអៃគុមៃ ៍

     Study of Derivative Theory of Functions 

 
 
នៅក្នុងន ៀវនៅន េះ ន ើង ងឹ ិក្ាអពំើ ន ចក្ដើន្ដើម  ងិ

បញ្ញត្តិមូលដ្ឋា  ន នេរ ើនវេូចជា លើមើត្ន អ ុគម ៍ នេរ ើនវន អ ុគម ៍ 
 ិង រូបម តនេរ ើនវ។  ជាេំបូង ន ើង ឹងពពិណ៌នា ូវប្បវត្តិនេរ ើនវខ្លេះៗ
ក្នុងន ចក្ដើន្ដើមេូចខាងនប្ោម។ 

ដសចក្សតីដ្តើម 
 នៅក្នុងគណិត្វទិ្យា នេរ ើនវ ជាអប្ាប្ាក្េ ដេលបរមិាណ 
មួ ដប្បប្បួលនដ្ឋ ន ៀបនៅ ឹងបរមិាណម ួនទ្យៀត្។  មិិត្ត ញ្ញញ
ប្ក្ិក្នេលា (delta Δ) ជា មមាប្ត្ូវា នប្បើ នេើមបើត្ណំាងឱ្យ 
បដប្មបប្មលួនៅនពលនប្បើនេរ ើនវ។ ាម រណើ មាប្ត្ នេរ ើនវ ជានមគុណ
ប្ាប់ទ្យិ (slope)ន ដខ្ែនោងនៅប្ត្ង់ចណុំចមួ នៅនលើដខ្ែនោង 
ដេលក្ណំត់្ថា ជានមគុណប្ាប់ទ្យិ ន បនាា ត់្ប េះនៅ ឹងដខ្ែនោង
នៅប្ត្ង់ចណុំចេូចគ្នន ។ េំនណើ រោរន ោរដ ែងរក្នេរ ើនវប្ត្ូវា នគ
នៅថា ោរគណនានេរ ើនវ (differentiation)។ េំនណើ រោរន េះ ជា
ដ្នក្ក្ណាត លន ដមក្ធាងគណិត្វទិ្យា ដេលនៅថា ោរគណនាឌើន្
រ  ង់ដ យល (differential calculus) ។ វាក៏្ជានគ្នលគ ំិត្ ំខា ់
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មួ ក្នុងចនំណាមនគ្នលគ ំិត្ ំខា ់ពើរន គណិត្វទិ្យាគណនា 
(calculus) មួ នទ្យៀត្គឺអងំនត្ប្ោល។ ោរគណនាអងំនត្ប្ោល 
(integral calculus or integration)  ិង ោរគណនាឌើន្រ  ង់ដ យល 
គឺដ្ែក្នលើប្ទ្យឹ តើបទ្យជាមូលដ្ឋា  ន គណិត្វទិ្យាគណនា។ 

 នេរ ើនវ ជាដ្នក្មួ ន គណិត្វទិ្យាគណនា ឬ គណិត្វទិ្យាវភិាគ 
(mathematical analysis)  នៅក្នុងវ ័ិ គណិត្វទិ្យា។  
គណិត្វទិ្យាគណនា ប្ត្វូា បនងកើត្ន ើងនដ្ឋ រូបវទូិ្យ  ងិ គណិត្វទូិ្យ
អង់នគល  គឺនោក្ ញូតុ្  (Sir Isaac Newton 1642–1727)  ិង 
គណិត្វទូិ្យអលលឺម ង់ គឺនោក្ ដលប ើ  (Gottfried Wilhelm 

Leibniz 1646–1716)នៅប្បដែលពាក់្ក្ណាត លន  ត្វត្ែទ្យើ17 ។ 
ញូតុ្  ា រក្ន ើញថា គណិត្វទិ្យាន នពលនវោរប ់គ្នត់្មិ ប្គប់
ប្គ្ន ់ នេើមបើនដ្ឋេះប្ា បញ្ញា ដេលគ្នត់្ចាប់អរមមណ៍ននាេះនទ្យ េូនចនេះ
គ្នត់្ា បនងកើត្គណិត្វទិ្យាថ្មើ។ ក្នុងនពលជាមួ គ្នន ននាេះ គណិត្វទូិ្យ
មាន ក់្នទ្យៀត្ន ម្ េះ ដលប ើ  ា បនងកើត្គំ ិត្េូចគ្នន  ឹងញូតុ្ ដេរ។ 
ញូតុ្ ចាប់អរមមណ៍ក្នុងោរគណនានលបឿ ន វត្ថុម ួនៅខ្ណៈណា
មួ ។ ជាឧទាែរណ៍ ប្ប  ិនបើម ុ ែមាន ក់្អងគុ នៅនប្ោមនេើម
នា ម េូចដេលមា នរឿងនប្ពង ិទា ដេលញូតុ្ ា ន ែើ នែើ ដ្ល
នា មមួ ធាល ក់្ចំក្ាលម ុ ែននាេះ អនក្ននាេះអច ងឹ ួរថា នត្ើដ្ល
នា មន ែើេំនណើ រនលឿ ប ុណាា  មុ  ឹងប េះក្ាលគ្នត់្។ នទាេះជាយ ង
ណាក៏្នដ្ឋ  ាន នេរប ់ញូតុ្  ឹងមិ អចន ែើនៅរចួនទ្យ ប្ប ិ នបើ
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គ្នម  ោរខ្ិត្ខ្ំប្បឹងដប្បងរប ់ Isaac Barrow (1630–1677) ដេល
ា ចាប់ន្តើមោរអភិវឌឍេំបូងន នេរ ើនវក្នុង ត្វត្ែទ្យើ 16 ។  ំខា ់
ជាងន េះនៅនទ្យៀត្ អនក្វទិ្យាាស្ត តជានប្ចើ នានពលបចចុបប នន េះ ចាប់
អរមមណ៍ក្នុងោរគណនាអប្ាដប្បប្បួលទ្យើាងំរប ់ផ្កក  រណប
នដ្ឋ ន ៀប ឹងនពលនវោ(នលបឿ រប ់វា)។ វ ិិនយគិ ភាគនប្ចើ  
ចាប់អរមមណ៍នលើរនបៀប ដេលត្នមលភាគែ ុ ដប្បប្បលួាមនពលនវោ 
(អប្ាក្ំនណើ  រប ់វា)។ ាមពិត្ បញ្ញា  ំខា ់ៗជានប្ចើ នានពល
បចចុបប នន េះនៅក្នុងវ ័ិ រូបវទិ្យា គើមើវទិ្យា វ ិែក្មម ន េាក្ិចច ជើវវទិ្យា 
 ិង វទិ្យាាស្ត តន្ែងនទ្យៀត្ពាក់្ព័ ធ ឹងោរដ ែងរក្អប្ា ដេល
បរមិាណមួ ដប្បប្បលួនដ្ឋ ន ៀប ឹងបរមិាណមួ នទ្យៀត្ នពាលគឺ
ពួក្វាពាក់្ព័ ធ ឹងោរដ ែងរក្នេរ ើនវ។ 1 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
1
 https://www.encyclopedia.com/science-and-technology/mathematics/   

    mathematics/derivative 

Isaac Barrow 

  1630 –1677 
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          Sir Isaac Newton            Gottfried Wilhelm Leibniz  

               1642 - 1727                                 1646 – 1716 

   

 

 មុ  ឹង ិក្ានេរ ើនវន អ ុគម ៍ ន ើងចង់ឱ្យនោក្អនក្ាគ ល់
 ូវ ិ ម ័ ន លើមើត្ន អ ុគម ៍  ិ ។ ក្នុងគណិត្វទិ្យា លើមើត្
ន អ ុគម ៍ ជានគ្នលគ ំិត្មូលដ្ឋា  ក្នុងគណិត្វទិ្យាគណនា  ិង 
ោរវភិាគទាក់្ទ្យង ងឹលក្ខណៈន អ ុគម ៍ននាេះនៅជិត្ធាតុ្ចូល
ជាក់្ោក់្មួ ។  ិ ម ័ ្លូវោរន លើមើត្ ដេលបនងកើត្ន ើងេំបូង
នៅនេើម ត្វត្ែទ្យើ 19 ប្ត្ូវា ្តល់ឱ្យេូចត្នៅ។ 
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១. ៃយិមៃយ័នៃលមីីត 

  ិម ័ ទ្យើ១ ( ិ ម ័ ្លូវោរ) 2  

នគឱ្យ ( )f x  ជាអ ុគម ៍ក្ណំត់្ចំនពាេះប្គប់ x a  នលើ
ចននាល េះនបើក្ដេល្ាុក្ a  ។ ាង b  ជាចំ ួ ពិត្ ។ ននាេះនគា  
lim ( )



x a

f x b  លុេះប្ាដត្ ចំនពាេះ 0, 0      

ដេលនបើ 0   x a   នាឱំ្យ ( )  f x b   ។ 

ឧទាែរណ៍  បង្ហា ញថា 
1

lim (2 3) 5


 
x

x  ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

ាង 0  ។ ន ើងប្ត្ូវោរ (2 3) 5  x    មមូល 

2 2 x     មមូល  2 1 x   ។ 

ន ើងនប្ជើ នរ ើ  
2




   ិង   មត្ 0 1  x    នាឱំ្យ 

(2 3) 5 2 1 2 2( )
2

      x x


   ។ 

េូចន េះ ាម  ិម ័  ន ើងា  
1

lim (2 3) 5


 
x

x  ។ 

                                                 
2  https://math.libretexts.org/Courses/Mount_Royal_University/MATH_1200% 

    3A_Calculus_for_Scientists_I/1%3A_Limit__and_Continuity_of_Functions 

    /1.5%3A_Formal_Definition_of_a_Limit_(optional) 
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  ិម ័ ទ្យើ២  

នបើ x  ខ្ិត្ជិត្ a  នែើ អ ុគម ៍ ( )y f x  ខ្ិត្ជិត្
ត្នមល b  ណាមួ  ននាេះនគក្ណំត់្ រន រ lim ( )




x a
f x b  ។ 

ឧទាែរណ៍  ន ើងគណនាលើមើត្៖ 
2 2

1
lim (2 3x 5) 2(1) 3(1) 5 4


     
x

x  
2 2

2

3 8 3 2 8 20
lim 4

4 3 4 2 3 5

  
  

  x

x

x
  

 ិង 
5 5

0
lim (7 3sin 2cos ) 7(0) 3sin0 2cos0


    
x

x x x   

      0 3(0) 2(1) 2      ។ 

២. ទ្រមាណេធិីដលើលមីតី 

នបើ 1lim ( ) b



x a

f x   ិង 2lim ( ) b



x a

g x  នែើ  

1 2b , b  ជាចំ  ួពិត្  ងិ a  អចជាចំ ួ ក្ណំត់្ឬអ  ត ននាេះ   
នគា ៖ 

ក្. 1 2lim [ ( ) ( )] b b


  
x a

f x g x  ។ 

ខ្. 1 2lim [ ( ) ( )] b b


  
x a

f x g x  ។ 

គ. 1lim ( ) b



x a

k f x k  ដេល k  ជាចំ ួ នថ្រ។ 

 . 1 2lim [ ( ) ( )] b b


  
x a

f x g x  ។ 
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ង. 1

2

( ) b
lim

( ) b


x a

f x

g x
 ដេល 2b 0 , ( ) 0 g x  ។ 

ច. 1lim [ ( )] b


n n

x a
f x  ដេល n  ជាចំ ួ គត់្ មមជាត្ិ។ 

 មាគ ល់ 

១. នបើ ( ) cf x  ជាអ ុគម ៍នថ្រ ននាេះនគា   

   lim ( ) lim
 

 
x a x a

f x c c  ។ 

២. 
0

1
lim 1





x

x

e

x
 ។ 

ឧទាែរណ៍  ន ើងគណនាលើមើត្មួ ចំ ួ េូចខាងនប្ោម៖ 

ក្. 3 3

1 1 1 1
lim (3 7x 13) lim 3 lim 7x lim 13
       

    
x x x x

x x   

  33( 1) 7( 1) 13 17       ។ 

ខ្. 
2

21 1

6 6 6 ( 1)
lim lim

( 1)( 1)1 

  


 x x

x x x x

x xx
  

          1

1
1

lim ( 6 )
6

lim
( 1) lim ( 1)









 
 

x

x
x

x
x

x x
 

        6(1)
3

1 1


  


 ។ 

គ. 
2024

2 2024 2lim (2x 3) lim (2x 3)
 

 
   

 x x

         2024( )     ។ 
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 . 
3 2

22

(8 )( 2x 7 x 6)
lim

(4 9 2)

   

 x

x x

x x
 

2
3

22 2

2x 7 x 6
lim (8 ) lim

4 9 2 

  
  

 x x
x x

x x
   

2
3

22

( 2 4 ) (3x 6)
(8(2) 2 ) lim

(4 ) ( 8x 2)

   
 

   x

x x

x x
 

2

2 ( 2) 3( 2)
24 lim

(4 1) 2(4 1)

   


  x

x x x

x x x
 

2

( 2)(3 2 )
24 lim

( 2)(4 1)

 


 x

x x

x x
  

2

(3 2 )
24 lim

(4 1)




x

x

x
 

(3 2(2)) 24
24

(4(2) 1) 7


   


 ។ 

ង. 
2 3 3

20 0

(2 5 )( 1) 1
lim lim (2 5)
 

  
 

x x

x x

x x e e
x

xx
  

3

0

1
3 lim (2 5)

3


 

x

x

e
x

x
    

3 1 (2 0 5) 15        ។ 
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៣. ៃយិមៃ័យនៃដេរដីេ 

  ិម ័ ទ្យើ៣ 3 

អ ុគម ៍ ( )y f x  មួ ក្ណំត់្នលើចននាល េះនបើក្ I  
ដេល្ាុក្ a  (ឬ វរ័ ុើណា ន  a ) ។ នេរ ើនវន អ ុគម ៍ 

( )y f x  នៅប្ត្ង់ x a  ក្ំណត់្ រន រ '( )f a    ិង 
ក្ំណត់្នដ្ឋ ៖ 

0

( ) ( )
'( ) lim lim

  

 
 

 x x a

y f x f a
f a

x x a
 

        
0

( ) ( )
lim
 

  


x

f a x f a

x
 

        
0

( ) ( )
lim


 


h

f a h f a

h
 (នបើមា ) 

ដេល    x h x a  ឬ     x a x a h  ។ នគ
ថា អ ុគម ៍ ( )y f x  មា នេរ ើនវនៅប្ត្ង់ x a  ។ 

ឧទាែរណ៍  រក្នេរ ើនវន អ ុគម ៍ 2( ) 4 y f x x  នៅប្ត្ង់ 
2x  ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

រក្នេរ ើនវន  ( )f x  នៅប្ត្ង់ 2x  គឺរក្ '(2)f  ។ 

ន ើងមា  2( ) 4 y f x x  ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ  x ។ 

                                                 
3  https://math24.net/definition-derivative.html#example1 
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ន ើងា  2(2) 4(2) 16 f    ិង 
2 2(2 ) 4(2 ) 4(4 4 )     f h h h h  

    216 16 4  h h  ។  

នាឱំ្យ  
2(2 ) (2) (16 16 4 ) 16    


f h f h h

h h
 

         
216 4

16 4


  
h h

h
h

 ។ 

ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

(2 ) (2)
'(2) lim



 


h

f h f
f

h
  

   
0

lim (16 4 ) 16 4(0) 16


    
h

h  ។ 

េូចន េះ '(2) 16f  ។ 

ឧទាែរណ៍  រក្នេរ ើនវន អ ុគម ៍ 3( ) 2 3 6  g x x x  នៅ
ប្ត្ង់ 1x  ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

រក្នេរ ើនវន  ( )g x  នៅប្ត្ង់ 1x  គឺរក្ '(1)g  ។ 

ន ើងមា  3( ) 2 3 6  g x x x  ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ 
 x  ។ 

ន ើងា  3(1) 2(1) 3(1) 6 5   g    ិង 
3(1 ) 2(1 ) 3(1 ) 6     g h h h  
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   2 32(1 3 3 ) 3 3 6      h h h h  

   2 35 3 6 2   h h h  ។  

នាឱំ្យ  
2 3(1 ) (1) (5 3 6 2 ) 5     


g h g h h h

h h

         
2 33 6 2 


h h h

h
 

     23 6 2  h h  ។ 

ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

(1 ) (1)
'(2) lim



 


h

g h g
g

h
    

   2

0
lim (3 6 2 )


  
h

h h   

   23 6(0) 2(0) 3     ។ 

  ិម ័ ទ្យើ៤ 4 

អ ុគម ៍ ( )y f x  មួ ក្ណំត់្នលើចននាល េះនបើក្ I  ដេល
្ាុក្ a  (ឬ វរ័ ុើណា ន  a )។ នគនៅថា អ ុគម ៍ ( )y f x  
មា ឌើន្រ  ង់ដ យលនៅប្ត្ង់ x a  ោលណា មា  b  
ដេលប្គប់ x  ដក្បរ a  នគា ៖ 

                                                 
4    ួ  ូវា   ់ << វភិាគចំ  ួពិត្ ភាគ១  >> ាក្លវទិ្យាល ័ភូមិ ាភនំនពញ  
   នេា តឺ្ម ងគ់ណិត្វទិ្យា ភនំនពញ ឆ្ន ២ំ០០៧ ។ 
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( ) ( ) ( )( ( )) , lim ( ) 0


    
x a

f x f a x a b x x   

ដេល '( )b f a  ។ 

នបើាង  h x a  ននាេះ មើោរនៅជា 

0
( ) ( ) '( ) ( ) , lim ( ) 0


    

h
f a h f a f a h h h h   ។ 

អ ុគម ៍ ( ) '( )adf h f a h   នៅថា ឌើន្រ  ង់ដ យលន  f  
ប្ត្ង់ a  ។ 

ប្ទ្យ ឹដើបទ្យទ្យើ១ 

អ ុគម ៍ ( )f x  មា ឌើន្រ  ង់ដ យលប្ត្ង់ a  លុេះប្ាដត្ 
( )f x  មា នេរ ើនវប្ត្ង់ a  ។ 

ន ើងមា  ប្មា បញ្ញា ក់្េូចត្នៅ៖ 
ន ើងា អ ុគម ៍ ( )f x  មា ឌើន្រ  ង់ដ យលប្ត្ង់ a   

( ) ( ) ( )( '( ) ( )), lim ( ) 0


     
def

x a
f x f a x a f a x x 

( ) ( )
'( ) ( ), , lim ( ) 0




    

 x a

f x f a
f a x x a x

x a
   

( ) ( )
lim lim [ '( ) ( )]
 


  

x a x a

f x f a
f a x

x a
  

          '( ) 0 '( )  f a f a  


def

 អ ុគម ៍ ( )f x  មា នេរ ើនវប្ត្ង់ a  ។ 

េូចន េះ អ ុគម ៍ ( )f x  មា ឌើន្រ  ង់ដ យលប្ត្ង់ a  លុេះប្ាដត្ 
( )f x  មា នេរ ើនវប្ត្ង់ a  ។ 
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ឧទាែរណ៍   

អ ុគម ៍ ( ) 2 y f x x  មា ឌើន្រ  ង់ដ យល ឬ មា នេរ ើនវ
នៅប្ត្ង់  a  ពើនប្ពាេះ 

( ) ( )
'( ) lim






x a

f x f a
f a

x a
 

 2 2
lim





x a

x a

x a
 

 2( )
lim 2



 

x a

x a

x a
 ។ 

ឧទាែរណ៍   

អ ុគម ៍ 2( ) y g x x  មា នេរ ើនវ ឬ មា ឌើន្រ  ង់ដ យលនៅ
ប្ត្ង់  a  ពើនប្ពាេះ 

0

( ) ( )
'( ) lim



 


h

g a h g a
g a

h
 

          
2 2

0

( )
lim


 


h

a h a

h
 

          
2 2 2

0

( 2 )
lim


  


h

a ah h a

h
 

 
2

0

2
lim





h

ah h

h
 

 
0

lim (2 ) 2


  
h

a h a  ។ 
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ប្ទ្យ ឹដើបទ្យទ្យើ២ 

នបើអ ុគម ៍ f  មា នេរ ើនវ ឬ មា ឌើន្រ  ង់ដ យលប្ត្ង់ a  
ននាេះនគា  f  ជាអ ុគម ៍ជាប់ប្ត្ង់ a  ។ 

ន ើងមា  ប្មា បញ្ញា ក់្េូចត្នៅ៖ 

រនបៀបទ្យើ១៖ នដ្ឋ អ ុគម ៍ ( )f x  មា នេរ ើនវប្ត្ង់ x a   

ន ើងា  
( ) ( )

'( ) lim





x a

f x f a
f a

x a
 មា  ។ 

ន ើងមា  
( ) ( )

( ) ( ) ( )


  


f x f a
f x f a x a

x a
 ចំនពាេះ x a ។ 

ាមលក្ខណៈមូលដ្ឋា  ន លើមើត្ នាឱំ្យ 
lim ( ) lim [( ( ) ( )) ( )]
 

  
x a x a

f x f x f a f a  

    ( ) ( )
lim [ ( ) ( )]



  

x a

f x f a
x a f a

x a
  

               '( ) 0 ( ) ( )   f a f a f a  ។ 

េូចន េះ ( )f x  ជាអ ុគម ៍ជាប់ប្ត្ង់ x a  ។ 

រនបៀបទ្យើ២៖ នដ្ឋ អ ុគម ៍ ( )f x  មា ឌើន្រ  ង់ដ យលប្ត្ង់ 
x a  ន ើងា   

( ) ( ) ( )( '( ) ( )), lim ( ) 0


    
x a

f x f a x a f a x x   ។ 

នាឱំ្យ lim ( ) lim [ ( ) ( )( '( ) ( ))]
 

   
x a x a

f x f a x a f a x   

 ( ) 0 ( '( ) 0 ) ( )    f a f a f a  ។ 

េូចន េះ ( )f x  ជាអ ុគម ៍ជាប់ប្ត្ង់ x a  ។ 
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  ិម ័ ទ្យើ៥  
នេរ ើនវន អ ុគម ៍ ( )y f x  (ន ៀប ឹង x) ក្ំណត់្ រ

ន រ '( )f x   ជាអ ុគម ៍ដេលក្ណំត់្នដ្ឋ ៖ 

0

( ) ( )
'( ) lim



 


h

f x h f x
f x

h
 ។ 5 

អ ុគម ៍ ( )y f x  មា នេរ ើនវឬមា ឌើន្រ  ង់ដ យលប្ត្ង់ 
x a  ោលណា '( )f a   មា  នែើ  ( )f x  មា នេរ ើនវឬមា 

ឌើន្រ  ង់ដ យលនលើចននាល េះមួ  ោលណា នេរ ើនវន េះមា ចំនពាេះប្គប់
ចំណុចក្នុងចននាល េះននាេះ។ 

 មាគ ល់  
១. ោរក្ណំត់្ រន រ ិមតិ្ត ញ្ញញ រប ់ឡាស្តែកង់ 

(Lagrange) ចំនពាេះនេរ ើនវន អ ុគម ៍ ( )y f x  គឺ '( )f x  
ឬ '( )y x  ។ 

២. ោរក្ណំត់្ រន រ ិមិត្ត ញ្ញញ រប ់ដលប ើត្ 

(Leibniz) ចំនពាេះនេរ ើនវន អ ុគម ៍ ( )y f x  គឺ 
df

dx
 ឬ 

dy

dx
 ។ 

៣. នគក៏្អចនប្បើ មិិត្ត ញ្ញញ ន្ែងនទ្យៀត្ដេរ ចំនពាេះនេរ ើនវន 

អ ុគម ៍ ( )y f x  គឺ  ( ) , [ ]x

d
f x D y

dx
 ឬ Dy ដេល 

d

dx
 ឬ D  ជាោរ ើនេរ ើនវ ឬ ោរ ើឌើន្រ  ង់ យល ។ 

                                                 
5  https://tutorial.math.lamar.edu/classes/calci/DerivativeProofs.aspx#Extras_ 

    DerPf_DefCont 
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ឧទាែរណ៍   
ក្. រក្នេរ ើនវន អ ុគម ៍ 3( ) 4 5 6  f x x x  ។ 
ខ្. រក្ '(0)f   ិង '( 2)f  ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

ក្. រក្នេរ ើនវន ( )f x  ។ 

ន ើងមា  3( ) 4 5 6  f x x x  ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ 
 x ។ 

ន ើងា  3( ) 4( ) 5( ) 6     f x h x h x h  
3 2 2 34( 3 3 ) 5 5 6      x x h xh h x h  

3 2 2 34 12 12 4 5 5 6      x x h xh h x h ។  

នាឱំ្យ  ( ) ( ) f x h f x

h
 

3 2 2 3 3(4 12 12 4 5 5 6) (4 5 6)        


x x h xh h x h x x

h
  

2 2 312 12 4 5  


x h xh h h

h
 

2 212 12 4 5   x xh h  ។ 

ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

( ) ( )
'( ) lim



 


h

f x h f x
f x

h
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   2 2

0
lim (12 12 4 5)


   
h

x xh h  

   2 2 212 12 (0) 4(0) 5 12 5     x x x  ។ 

េូចន េះ 2'( ) 12 5 f x x  ។ 

ខ្. រក្ '(0)f   ិង '( 2)f  ។ 

ាម ណួំរ ក្. ន ើងមា  2'( ) 12 5 f x x  ។ 

នាឱំ្យ 2'(0) 12(0) 5 5   f   

 ិង 2'( 2) 12( 2) 5 43    f  ។ 

ឧទាែរណ៍  
ក្. រក្នេរ ើនវន អ ុគម ៍ 3 4( ) 2 3 12  g x x x    
    ាម  ិម ័ ។ 

ខ្. ទាញរក្នេរ ើនវន  g  ប្ត្ង់ 1x    ងិ 2 x  ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

ក្. រក្ '( )g x  ាម  ិម ័ ។ 

ន ើងមា  3 4( ) 2 3 12  g x x x  ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ 
 x ។ 

ន ើងា  3 4( ) 2( ) 3( ) 12     g x h x h x h  
3 2 2 3 4 3 2 2 3 42( 3 3 ) 3( 4 6 4 ) 12         x x h xh h x x h x h xh h  

3 2 2 3 4 3 2 2 3 42 6 6 2 3 12 18 12 3 12         x x h xh h x x h x h xh h  ។  
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នាឱំ្យ  ( ) ( ) g x h g x

h
 

3 2 2 3 4 3 2 2 3 4 3 4(2 6 6 2 3 12 18 12 3 12) (2 3 12)           


x x h xh h x x h x h xh h x x

h
2 2 3 3 2 2 3 46 6 2 12 18 12 3     


x h xh h x h x h xh h

h
2 2 3 2 2 36 6 2 12 18 12 3      x xh h x x h xh h  ។ 

ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

( ) ( )
'( ) lim



 


h

g x h g x
g x

h
  

2 2 3 2 2 3

0
lim (6 6 2 12 18 12 3 )


      
h

x xh h x x h xh h

2 2 3 2 2 36 6 (0) 2(0) 12 18 (0) 12 (0) 3(0)      x x x x x

2 36 12 x x  ។ 

េូចន េះ 2 3'( ) 6 12 g x x x  ។ 

ខ្. រក្ '(1)g   ិង '( 2)g  ។ 

ាម ណួំរ ក្. ន ើងមា  2 3'( ) 6 12 g x x x  ។ 

នាឱំ្យ 2 3'(1) 6(1) 12(1) 18  g   

 ិង 2 3'( 2) 6( 2) 12( 2) 72      g  ។ 
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  ិម ័ ទ្យើ៦ 6 

នគឱ្យអ ុគម ៍ ( )y f x  ក្ណំត់្នលើចននាល េះនបើក្ I  
ដេល្ាុក្ a  ។ 

ក្. នេរ ើនវនវែងន អ ុគម ៍ ( )y f x  នៅប្ត្ង់ x a  
ក្ំណត់្ រន រ '( )f a  ឬ ' ( )f a   ិង ក្ណំត់្នដ្ឋ ៖ 

0

( ) ( )
'( ) lim lim

 



  

 
 

 x x a

y f x f a
f a

x x a
 

           
0

( ) ( )
lim

 

  


x

f a x f a

x
 

           
0

( ) ( )
lim



 


h

f a h f a

h
  

ដេល    x h x a  ឬ     x a x a h  ។ 

ខ្. នេរ ើនវាដ នំ អ ុគម ៍ ( )y f x  នៅប្ត្ង់ x a  
ក្ំណត់្ រន រ '( )f a  ឬ ' ( )f a   ិង ក្ណំត់្នដ្ឋ ៖ 

0

( ) ( )
'( ) lim lim

 



  

 
 

 x x a

y f x f a
f a

x x a
 

           
0

( ) ( )
lim

 

  


x

f a x f a

x
 

                                                 
6
  https://www.brainkart.com/article/One-sided-derivatives-(left-hand-and-right-  

    hand-derivatives)---The-concept-of-derivative_36105/ 
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0

( ) ( )
lim



 


h

f a h f a

h
  

ដេល    x h x a  ឬ     x a x a h  ។ 

ប្ទ្យ ឹដើបទ្យទ្យើ៣ 

អ ុគម ៍ f  មា នេរ ើនវប្ត្ង់ x a  លុេះប្ាដត្ f  មា  

នេរ ើនវនវែងន មើនេរ ើនវាដ បំ្ត្ង់ x a  ។ 

ន ើងមា  ប្មា បញ្ញា ក់្េូចត្នៅ៖ 

នដ្ឋ អ ុគម ៍ ( )f x  មា នេរ ើនវប្ត្ង់ x a   

0

( ) ( )
'( ) lim



 
 
def

h

f a h f a
f a

h
 មា   

0

( ) ( )
'( ) lim







 
 

h

f a h f a
f a

h
 មា   ងិ 

0

( ) ( )
'( ) lim







 


h

f a h f a
f a

h
 មា  នែើ  

'( ) '( ) f a f a  '( ) '( )  f a f a  

មា  ័ ថា f  មា នេរ ើនវនវែងន មើនេរ ើនវាដ បំ្ត្ង់ x a  ។ 

ឧទាែរណ៍   

រក្នេរ ើនវន អ ុគម ៍ 
2

, 0
( )

, 0

 
  



x x
y f x

x x
   

នៅប្ត្ង់ 0x  ។ រចួ ង់ប្ោែែន អ ុគម ៍ន េះ។ 
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ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 
ក្. រក្នេរ ើនវន  '( )f x  ប្ត្ង់ 0x  ។ 

ន ើងមា  2

, 0
( )

, 0

 
 



x x
f x

x x
  ។ 

ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

(0 ) (0)
'(0 ) lim







 


h

f h f
f

h
 

     
2

0

(0 ) 0
lim



  


h

h

h
  

     
0

lim ( 1) 1


   
h

 

 ិង 

0

(0 ) (0)
'(0 ) lim







 


h

f h f
f

h
 

     
2 2

0

(0 ) 0
lim



 


h

h

h
  

     
0

lim 0


 
h

h  ។  

នដ្ឋ  '(0 ) '(0 ) f f  
េូចន េះ ( )f x  គ្នម  នេរ ើនវប្ត្ង់ 0x  នទ្យ។ 

ខ្.  ង់ប្ោែែន អ ុគម ៍ f  ។ 
ារាងនលខ្ជ ំួ  

x  5  4  3  2  1  0  1  2  3  

y  5  4  3  2  1  0  1  4  9  
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   រូបទ្យើ១៖ ប្ោែែន អ ុគម ៍ ( )y f x  

ឧទាែរណ៍   
គណនានេរ ើនវន អ ុគម ៍ ( ) f x x   ងិ  ង់ប្ោែែ 
ន អ ុគម ៍ន េះ្ង។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 
ក្. គណនានេរ ើនវន អ ុគម ៍ f  ។ 
ន ើងមា  ( ) f x x  ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ  x ។ 

ាម ិ ម ័ ន នេរ ើនវ ន ើងា  

0

( ) ( )
'( ) lim



 


h

f x h f x
f x

h
  

   
0

| | | |
lim


 


h

x h x

h
 

   
0

| | | | | | | |
lim

| | | |

   
 

 h

x h x x h x

h x h x
 

   
2 2

0

| | | |
lim

(| | | |)

 


 h

x h x

h x h x
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2 2

0

( )
lim

(| | | |)

 


 h

x h x

h x h x
 

   
2 2 2

0

( 2 )
lim

(| | | |)

  


 h

x xh h x

h x h x
 

   
0

(2 )
lim

(| | | |)




 h

h x h

h x h x
 

   
0

2
lim

| | | |




 h

x h

x h x
 

 2 0 2 | |

| 0 | | | 2 | |


  

 

x x x

x x x x
 ចំនពាេះ 

0x  ដត្នបើ 0x  នាឱំ្យ 

0

(0 ) (0)
'(0 ) lim







 


h

f h f
f

h
 

     
0

| 0 | | 0 |
lim



 


h

h

h
  

     
0

lim 1



  

h

h

h
 

 ិង 

0

(0 ) (0)
'(0 ) lim







 


h

f h f
f

h
 

     
0

| 0 | | 0 |
lim



 


h

h

h
  

     
0

lim 1


 
h

h

h
 ។  
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នដ្ឋ  '(0 ) '(0 ) f f  
នាឱំ្យ ( )f x  គ្នម  នេរ ើនវប្ត្ង់ 0x  នទ្យ ។ 

េូចន េះ | |
'( ) 

x
f x

x
 ចំនពាេះ 0x  ដត្ ( )f x  គ្នម  នេរ ើនវ

ប្ត្ង់ 0x  នទ្យ ។ 

ខ្.  ង់ប្ោែែន អ ុគម ៍ f  ។ 
ារាងនលខ្ជ ំួ  

x  4  3  2  1  0  1  2  3  4  

y  4  3  2  1  0  1  2  3  4  

 

 

 

 

 

   រូបទ្យើ២៖ ប្ោែែន អ ុគម ៍ ( ) f x x  

  ិម ័ ទ្យើ៧ 7 

អ ុគម ៍ ( )y f x  មា នេរ ើនវនលើចននាល េះបិទ្យ [ , ]c d  
ោលណា វាមា នេរ ើនវនលើចននាល េះនបើក្ ( , )c d   នែើ នៅប្ត្ង់
ចំណុចចុង c   ិង d  ៖ 

                                                 
7

  https://www.brainkart.com/article/The-concept-of-derivative_36101/ 
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0

( ) ( )
'( ) lim

 

  


x

f c x f c
f c

x
 

                 
0

( ) ( )
lim


 


h

f c h f c

h
 

 ិង 
0

( ) ( )
'( ) lim

 

  


x

f d x f d
f d

x
 

                 
0

( ) ( )
lim


 


h

f d h f d

h
 

ដេល 0  h x  ។ 

៤.  ររូមៃតដេរដីេ 
ក្នុងដ្នក្ន េះ ន ើង ឹងប្ា បញ្ញា ក់្ ូវរូបម តប្គេឹះ  ិង រូប

ម តង្ហ ន នេរ ើនវមួ ច ំួ េូចត្នៅ៖ 

៤.១  ររូមៃតទ្គឹឹះនៃដេរដីេ 

នគឱ្យអ ុគម ៍ ( )f x   ិង ( )g x  មា នេរ ើនវ។ 

- ចំនពាេះ្លបូក្ន អ ុគម ៍៖ ( ) ( ) y f x g x   

ន ើងាង ( )y F x  ។  
ន ើងា  ( ) ( ) ( ) F x f x g x   ិង 

( ) ( ) F x h F x  
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))     f x h g x h f x g x    
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))     f x h f x g x h g x  ។ 

ាម ិ ម ័  ន ើងា  
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0

( ) ( )
' '( ) lim



 
 

h

F x h F x
y F x

h
  

     
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
 

   
 

h h

f x h f x g x h g x

h h
 

     '( ) '( ) f x g x  ពើនប្ពាេះអ ុគម ៍ ( )f x   ិង ( )g x  
មា នេរ ើនវ ។ 
េូចន េះ នបើ ( ) ( ) y f x g x  ននាេះ ' '( ) '( ) y f x g x  ។ 

- ចំនពាេះ្លេក្ន អ ុគម ៍៖ ( ) ( ) y f x g x   

ន ើងាង ( )y F x  ។  
ន ើងា  ( ) ( ) ( ) F x f x g x   ិង 

( ) ( ) F x h F x  
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))     f x h g x h f x g x    
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))     f x h f x g x h g x  ។ 

ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

( ) ( )
' '( ) lim



 
 

h

F x h F x
y F x

h
  

     
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
 

   
 

h h

f x h f x g x h g x

h h
 

     '( ) '( ) f x g x  ពើនប្ពាេះអ ុគម ៍ ( )f x   ិង ( )g x  
មា នេរ ើនវ ។ 
េូចន េះ នបើ ( ) ( ) y f x g x  ននាេះ ' '( ) '( ) y f x g x  ។  

- ចំនពាេះអ ុគម ៍្លគុណច ំួ នថ្រ ឹងអ ុគម ៍៖    

 ( )y f x   
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ន ើងាង ( )y F x  ។  
ន ើងា  ( ) ( )F x f x   ិង 

( ) ( ) ( ) ( )    F x h F x f x h f x    
      ( ( ) ( ))  f x h f x  ។ 

ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

( ) ( )
' '( ) lim



 
 

h

F x h F x
y F x

h
  

    
0

( ) ( )
lim


 


h

f x h f x

h
  

    
0

( ) ( )
lim '( )


 
 

h

f x h f x
f x

h
   ពើនប្ពាេះ 

អ ុគម ៍ ( )f x  មា នេរ ើនវ ។ 

េូចន េះ នបើ ( )y f x  ននាេះ ' '( )y f x  ។ 

- ចំនពាេះ្លគុណន អ ុគម ៍៖ ( ) ( ) y f x g x   

ន ើងាង ( )y F x  ។  

ន ើងា  ( ) ( ) y f x g x   ិង 

( ) ( ) F x h F x  

( ) ( ) ( ) ( )     f x h g x h f x g x  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )           f x h g x h g x h f x g x h f x f x g x  

[ ( ) ( )] ( ) ( ) [ ( ) ( )]        f x h f x g x h f x g x h g x  ។ 

ាម ិ ម ័  ន ើងា  



28 

 

0

( ) ( )
' '( ) lim



 
 

h

F x h F x
y F x

h
  

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim ( ) lim ( )
 

   
    

h h

f x h f x g x h g x
g x h f x

h h

'( ) ( ) ( ) '( )   f x g x f x g x   
ពើនប្ពាេះអ ុគម ៍ ( )f x   ិង ( )g x  មា នេរ ើនវ នាឱំ្យ ( )g x  ជា
អ ុគម ៍ជាប់ ។ 

េូចន េះ នបើ ( ) ( ) y f x g x  ននាេះ 
' '( ) ( ) ( ) '( )   y f x g x f x g x  ។ 8 

- ចំនពាេះ្លដចក្ន អ ុគម ៍៖ ( )

( )


f x
y

g x
  

ន ើងាង ( )y F x  ។  

ន ើងា  ( )
( )

( )


f x
F x

g x
  ិង 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )


   



f x h f x
F x h F x

g x h g x
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

    


 

g x f x h f x g x h

g x g x h
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

        


 

g x f x h f x g x f x g x f x g x h

g x g x h
 

                                                 
8
  http://www.sosmath.com/tables/derivative/derivative.html 
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[ ( ) ( )] ( ) ( ) [ ( ) ( )]

( ) ( )

      


 

f x h f x g x f x g x h g x

g x g x h
 ។ 

ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

( ) ( )
' '( ) lim



 
 

h

F x h F x
y F x

h
  

 

0

( ) ( ) ( ) ( )
[ ] ( ) ( ) [ ]

lim
( ) ( )

   
  


 h

f x h f x g x h g x
g x f x

h h

g x g x h
  

 

0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim [ ] ( ) lim ( ) [ ]

lim ( ) ( )

 



   
  


 

h h

h

f x h f x g x h g x
g x f x

h h

g x g x h
 

 

2

'( ) ( ) ( ) '( )

[ ( ) ]

  


f x g x f x g x

g x
   

 

ពើនប្ពាេះអ ុគម ៍ ( )f x   ិង ( )g x  មា នេរ ើនវ នាឱំ្យ ( )g x  ជា
អ ុគម ៍ជាប់ នែើ  ( ) 0g x  ។ 

េូចន េះ នបើ 
( )

( )


f x
y

g x
 ននាេះ 

2

'( ) ( ) ( ) '( )
'

[ ( )]

  


f x g x f x g x
y

g x
 ដេល ( ) 0g x  ។ 
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៤.២  ររូមៃតងាយនៃដេរដីេ 

- ចំនពាេះអ ុគម ៍នថ្រ៖ ( ) f x k   

ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

( ) ( )
'( ) lim



 


h

f x h f x
f x

h
 

   
0 0

lim lim 0 0
 


  

h h

k k

h
 ។ 

េូចន េះ នបើ ( ) f x k  ននាេះ '( ) 0f x  ។ 

- ចំនពាេះអ ុគម ៍ ែ័ គុណ៖ ( ) , nf x x n   
នេើមបើរក្នេរ ើនវន អ ុគម ៍ន េះ ន ើងា  ិក្ាាមក្រណើ ជានប្ចើ 
េូចត្នៅ៖ 

- ក្រណើ  0n   ននាេះ 0( ) 1 f x x  ។ 
វាជាអ ុគម ៍នថ្រ នាឱំ្យ '( ) 0f x  ។ 

- ក្រណើ   n   ននាេះ ( ) , nf x x n  ។ 
ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

( ) ( )
'( ) lim



 


h

f x h f x
f x

h
  

0

( )
lim


 


n n

h

x h x

h
    

1 2 2 1

0

[( ) ][( ) ( ) ... ( ) ]
lim

   



        


n n n n

h

x h x x h x h x x h x x

h
  

1 2 2 1

0
lim [( ) ( ) ... ( ) ]   


       n n n n

h
x h x h x x h x x  
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1 1 1 1 1...         n n n n n

n

x x x x n x

tY
 ។ 

- ក្រណើ  n   ននាេះន ើងាង ,  n k k   ងិ 
1

( ) , 0   n k

k
f x x x x

x
 ។ 

ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

( ) ( )
'( ) lim



 


h

f x h f x
f x

h
  

    
0

1 1

( )
lim






k k

h

x h x

h
 

  
0

( )
lim

( )

 




k k

k kh

x x h

h x x h
 

  
0 0

1 ( )
lim lim

( ) 

  
 



k k

k kh h

x h x

hx x h
 

           1 1 11
( )   

    k k n

k k
k x k x n x

x x
 ។ 

នាឱំ្យន ើងា   

នបើ ( ) , nf x x n  ននាេះ 1'( ) , 0 nf x n x x  ។ 

ឥ ូវន េះ ន ើងន ែើប តចំនពាេះក្រណើ  
1

, n p
p

 ននាេះ 

1

( ) ,   
pn pf x x x x p  ។ 
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ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

( ) ( )
'( ) lim



 


h

f x h f x
f x

h
  

    
0

lim


 


p p

h

x h x

h
 ។ 

មា ងនទ្យៀត្ ន ើងមា  មភាព 
1 2 2 1( ) (a ... )         k k k k k ka b a b a b ab b

នាឱំ្យ 
1 2 2 1a ...   


 

   

k k

k k k k

a b
a b

a b ab b
  ។ 

នដ្ឋ  ក្ ,  
p p

a x h b x   ិង  k p  ននាេះន ើងា ៖ 
 

p p
x h x    

1 2 2 1

( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( )   

 


      

p pp p

p p p p p pp p p p

x h x

x h x h x x h x x

1 2 2 1( ) ( ) ... ( ) ( )   


      
p p p p p pp p p p

h

x h x h x x h x x

 ិង 

0
'( ) lim



 


p p

h

x h x
f x

h
  

 

1 2 2 10
lim

[( ) ( ) ... ( ) ( ) ]   


      
p p p p p pp p p ph

h

h x h x h x x h x x
 

1 2 2 10

1
lim

( ) ( ) ... ( ) ( )   


      
p p p p p pp p p ph x h x h x x h x x
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1 2 2 1

1

( ) ( ) ... ( ) ( )   


   
p p p p p pp p p px x x x x x

 

1 1 1 1

1

( ) ( ) ... ( ) ( )   


   
p p p pp p p p

p

x x x x

tY

 

1

11
1

1 1

( )






   n

p p

p

n x
p x

p x

 ។ 

ចំនពាេះក្រណើ  n  មា  ័ ថា , ,  
q

n q p
p

 

ននាេះ ( ) ( )  

q

pn qpf x x x x  ។ 
- នបើ 0q   ននាេះ 0n  (មា រចួនែើ )។ 
- នបើ  q   ិង ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

( ) ( )
'( ) lim



 


h

f x h f x
f x

h
  

    
0

( ) ( )
lim


 


p pq q

h

x h x

h
  

 

1 2 2 1

0

[ ][( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ]
lim

   



        


p p p p p p p pq q q q

h

x h x x h x h x x h x x

h
 

 

0
lim


 
 

p p

h

x h x

h
 

1 2 2 1

0
lim [( ) ( ) ... ( )( ) ( ) ]   


      

p p p p p pq q q q

h
x h x h x x h x x  
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1 2 2 1

1

1
[( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ]

( )

   


     

p p p p pq q q qp

p p
x x x x x x

p x
 

1 1 1 1

1

1
[( ) ( ) ... ( ) ( ) ]

( )

   


     

p p pq q q qp

p p

q

x x x x
p x tY

 

 

1

1

1
( ) ( )

( )

 


  q q pp p

p p

q
q x x

pp x
  

1
1


 

q

npq
x n x

p
 ។ 

- នបើ q   ិង ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

( ) ( )
'( ) lim



 


h

f x h f x
f x

h
  

0

( ) ( )
lim


 


p pq q

h

x h x

h
  

0

1 1

( ) ( )
lim

 








p pq q

h

x h x

h
 

0

( ) ( )
lim

( ) ( )

 

 

 




p pq q

p pq qh

x x h

h x x h
 

0 0

1 ( ) ( )
lim lim

( ) ( )

 

  

  
 



p pq q

p pq qh h

x h x

hx x h
 

11

( ) ( 0 )




 

 
 



q

p

p pq q

q
x

px x
(ាមចនមលើ មុ ) 
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1
1


 

q

npq
x n x

p
 ។ 

េូចន េះ នបើ ( ) , nf x x n   ននាេះ 1'( ) , 0 nf x n x x  ។ 

 មាគ ល់ 

ក្នុងន ៀវនៅគណិត្វទិ្យា ថាន ក់្ទ្យើ១១ (ក្ប្មតិ្មូលដ្ឋា  ) រប ់
ប្ក្ ួងអប់រ ំ ុវជ  ងិក្ើឡា (នាេះពុមពឆ្ន ២ំ០០៩) អនក្ ពិ ធា 
ប្ា បញ្ញា ក់្រូបម តន េះប្ត្មឹ n  ដត្ន ើងខ្្ុ ំវញិា ប្ា 
បញ្ញា ក់្រូបម តន េះរែូត្េល់ n  ។ 

ឧទាែរណ៍  
គណនានេរ ើនវន អ ុគម ៍ខាងនប្ោម៖  

ក្. 2022

2021
 y    ខ្. 2022y x   

គ. 218

3
 y x     . 

12

4

3
y

x
 

ង. 75y x     ច. 5 96y x  

វ. 96 75
2

10
20 5 3 4    y x x x

x
 ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

ោរគណនានេរ ើនវន អ ុគម ៍ាមរូបម តង្ហ ន នេរ ើនវ។ 

ក្. នបើ 
2022

2021
 y  ននាេះ ' 0y  ។   
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ខ្. នបើ 2022y x  ននាេះ  
2022 1 2021' 2022 2022 y x x  ។   

គ. នបើ 218

3
 y x  ននាេះ 

21 1 208
' (21) 56

3

   y x x  ។ 

 . នបើ 12

12

4 4

33

 y x
x

 ននាេះ 

12 1 134
' ( 12) 16

3

     y x x  ។ 

ង. នបើ 
1

7 75 5 y x x  ននាេះ 
1 6

1
7 7

1 5
' 5( )

7 7

 
 y x x  ។ 

ច. នបើ 
9

5 9 56 6 y x x  ននាេះ 
9 4

1
5 5

9 54
' 6( )

5 5


 y x x   

វ. ន ើងមា  96 75
2

10
20 5 3 4    y x x x

x
 

          
1 7

6 2 5 920 5 10 3 4    x x x x  ។ 
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ាមរូបម តង្ហ  ងិរូបម តប្គេឹះន នេរ ើនវ ន ើងា  

 
1 7

6 2 5 9' (20) ' (5 ) ' (10 ) ' (3 ) ' (4 ) '    y x x x x   
1 7

1 1
6 1 2 1 5 9

1 7
0 5(6) 10( 2) 3( ) 4( )

5 9

 
       x x x x

4 2

5 3 5 9
3 28

30 20
5 9

 
    x x x x  ។ 

ឧទាែរណ៍ 

គណនានេរ ើនវន អ ុគម ៍ខាងនប្ោម៖  

ក្. 22 3 5   y x x  នែើ ទាញរក្ '(0)y    ិង  

    '(2)y  ។   

ខ្. 3 23 4 12  y x x  នែើ ទាញរក្នេរ ើនវប្ត្ង់  

     1x   ិង 2 x  ។   

គ. 2022 2021 2020( ) 23 45 5 7 30     g x x x x x   

     នែើ ទាញរក្ '(0)g   ិង '( 1)g  ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

ាមរូបម តង្ហ  ងិរូបម តប្គេឹះន នេរ ើនវ ន ើងា  

ក្. 2' ( 2 ) ' (3 ) ' (5) '   y x x   

         4 3 0 4 3      x x  
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នែើ ទាញា   

      '(0) 4(0) 3 3   y    

 ិង '(2) 4(2) 3 5    y  ។   

ខ្. 3 2' (3 ) ' (4 ) ' (12)  y x x   

         2 29 8 0 9 8    x x x x  

នែើ ទាញា   

      2'(1) 9(1) 8(1) 17  y    

 ិង 2'( 2) 9( 2) 8( 2) 20     y  ។   

គ. 2022 2021 2020'( ) ( 23 ) ' (45 ) ' (5 ) ' (7 ) ' (30) '     g x x x x x     
2021 2020 2019( 23)(2022) 45(2021) 5(2020) 7 0     x x x     

2021 2020 201946506 90945 10100 7    x x x   

នែើ ទាញា       
2021 2020 2019'(0) 46506(0) 90945(0) 10100(0) 7 7     g    

 ិង 
2021 2020 2019'( 1) 46506( 1) 90945( 1) 10100( 1) 7        g   

46506 90945 10100 7 34332       ។  

ឧទាែរណ៍   
ក្. គណនានេរ ើនវ '( )g x    ិង '(1)g  ន អ ុគម ៍  
    2( ) 7 (5 3) g x x x  ។  
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ខ្. គណនានេរ ើនវ '( )h x    ិង '(2)h  ន អ ុគម ៍  

    2 3 2( ) ( 3 3 )(5 2 ) 50    h x x x x x  ។  

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

ក្. គណនានេរ ើនវ '( )g x    ិង '(1)g  ។  

ន ើងមា  2( ) 7 (5 3) g x x x  ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ 
 x ។ 

ាមរូបម តង្ហ  ងិរូបម តប្គេឹះន នេរ ើនវ ន ើងា   
2 2'( ) (7 ) ' (5 3) (7 ) (5 3) '     g x x x x x  

           2(14 ) (5 3) (7 ) (5)    x x x   

           2 270 42 35  x x x  

           2105 42 x x  

 ិង  
2'(1) 105(1) 42(1) 63  g  ។   

ខ្. គណនានេរ ើនវ '( )h x    ិង '(2)h  ។  

ន ើងមា  2 3 2( ) ( 3 3 )(5 2 ) 50    h x x x x x  
ក្ំណត់្ា ចំនពាេះ  x ។ 

ាមរូបម តង្ហ  ងិរូបម តប្គេឹះន នេរ ើនវ ន ើងា   
2 3 2 2 3 2'( ) ( 3 3 ) ' (5 2 ) ( 3 3 ) (5 2 ) ' (50) '          h x x x x x x x x x  
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3 2 2 2( 6 3) (5 2 ) ( 3 3 ) (15 4 )         x x x x x x x   
4 3 3 2 4 3 3 230 12 15 6 45 12 45 12        x x x x x x x x  

4 3 275 84 18   x x x  
 ិង  

4 3 2'(2) 75(2) 84(2) 18(2)   h       
          1200 672 72 600       ។   

ឧទាែរណ៍ 
ក្. គណនានេរ ើនវ 'y    ិង '(3)y  ន អ ុគម ៍  

    4 18

3 7






x
y

x
 ។ 

ខ្. គណនានេរ ើនវ 'y    ិង '(2)y  ន អ ុគម ៍  

            
2

2

5 3

2(2 7)






x
y

x
 ។  

គ. គណនានេរ ើនវ '( )f t    ិង '(1)f  ន អ ុគម ៍  

    
2 2

3 2

( 2)( 3 5 )
( )

5 2

  




t t t
f t

t t
 ។  

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 
ក្. គណនានេរ ើនវ 'y    ិង '(3)y  ។  

ន ើងមា  
4 18

3 7






x
y

x
 ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ 3 7 0 x  

 មមូល 7

3
x  ។ 
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ាមរូបម តង្ហ  ងិរូបម តប្គេឹះន នេរ ើនវ ន ើងា   

2

(4 18) ' (3 7) (4 18) (3 7) '
'

(3 7)

      




x x x x
y

x
 

     
2

4 (3 7) (4 18) 3

(3 7)

    




x x

x
  

     
2

12 28 12 54

(3 7)

  




x x

x
 

     
2

82 7
,

3(3 7)
  


x

x
 

 ិង  

2

82 82 41
'(3)

4 2(3(3) 7)
     


y  ។ 

ខ្. គណនានេរ ើនវ 'y    ិង '(2)y  ។  

ន ើងមា  
2 2

2 2

5 3 1 5 3

22(2 7) 2 7

 
  

 

x x
y

x x
 ក្ណំត់្ា 

ចំនពាេះ  x  ពើនប្ពាេះ 22 7 0 x  ។ 

ាមរូបម តង្ហ  ងិរូបម តប្គេឹះន នេរ ើនវ ន ើងា   
2 2 2 2

2 2

1 (5 3) ' (2 7) (5 3) (2 7) '
'

2 (2 7)

      
 



x x x x
y

x
 

    
2 2

2 2

10 (2 7) (5 3) 4

2(2 7)

    




x x x x

x
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3 3

2 2

20 70 20 12

2(2 7)

  




x x x x

x
 

    
2 2 2 2

82 41
,

2(2 7) (2 7)
   

 

x x
x

x x
 

 ិង  

2 2

41(2) 82
'(2)

225(2(2) 7)
 


y  ។   

គ. គណនានេរ ើនវ '( )f t    ិង '(1)f  ។  

ន ើងមា  
2 2

3 2

( 2)( 3 5 )
( )

5 2

  




t t t
f t

t t
  

4 3 2

3 2

3 5 6 10

5 2

   




t t t t

t t
 

3 2

2

3 5 6 10

5 2

   




t t t

t t
 

ក្ំណត់្ា ចំនពាេះ 3 25 2 0 t t   មមូល 2
0,

5
 t t  ។ 

ាមរូបម តង្ហ  ងិរូបម តប្គេឹះន នេរ ើនវ ន ើងា   
3 2 2 3 2 2

2 2

( 3 5 6 10) '(5 2 ) ( 3 5 6 10)(5 2 ) '
'( )

(5 2 )

          




t t t t t t t t t t
f t

t t
 

2 2 3 2

2 2

( 9 10 6)(5 2 ) ( 3 5 6 10)(10 2)

(5 2 )

         




t t t t t t t t

t t
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4 3 2

2 2

15 12 20 100 20 2
, 0,

5(5 2 )

    
  



t t t t
t t

t t

 ិង  
4 3 2

2 2

15(1) 12(1) 20(1) 100(1) 20
'(1) 7

(5(1) 2(1))

    
  


f  ។ 

- ចំនពាេះអ ុគម ៍អុិច ប  ូណង់ដ យល៖ ( )  xf x e   

ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

( ) ( )
'( ) lim



 


h

f x h f x
f x

h
  

    
0

lim







x h x

h

e e

h
    

           
0

1
lim 1



    

h
x x x

h

e
e e e

h
 ។ 

េូចន េះ នបើ ( )  xf x e  ននាេះ '( )  xf x e  ។ 

ឧទាែរណ៍   

ក្. គណនានេរ ើនវ 'y    ិង '( 5)y  ន អ ុគម ៍  

    4  xy e  ។ 

ខ្. គណនានេរ ើនវ 'y    ិង '(1)y  ន អ ុគម ៍  

    52 3 6 28   xy e x x  ។  
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គ. គណនានេរ ើនវ '( )g x    ិង '(0)g  ន អ ុគម ៍  

    8 30
( )

5 2






x

x

e
g x

e
 ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

ក្. គណនានេរ ើនវ 'y    ិង '( 5)y  ។  

ន ើងមា  4  xy e  ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ  x ។ 

ាមរូបម តង្ហ ន នេរ ើនវ ន ើងា   

' 4( ) ' 4   x xy e e  

 ិង  
5'( 5) 4   y e  ។   

ខ្. គណនានេរ ើនវ 'y    ិង '(1)y  ។  

ន ើងមា  52 3 6 28   xy e x x  ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ 
 x ។ 

ាមរូបម តង្ហ  ងិរូបម តប្គេឹះន នេរ ើនវ ន ើងា   
5' (2 ) ' (3 ) ' (6 ) ' (28) '   xy e x x  

    4 42 15 6 0 2 15 6      x xe x e x   
 ិង  

1 4'(1) 2 15(1) 6 2 9    y e e  ។   
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គ. គណនានេរ ើនវ '( )g x    ិង '(0)g  ។  

ន ើងមា  
8 30

( )
5 2






x

x

e
g x

e
 ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ 

5 2 0 xe   មមូល 2
ln

5
x  ។ 

ាមរូបម តង្ហ  ងិរូបម តប្គេឹះន នេរ ើនវ ន ើងា   

2

(8 30) '(5 2) (8 30)(5 2) '
'( )

(5 2)

    




x x x x

x

e e e e
g x

e
 

          
2

8 (5 2) (8 30) 5

(5 2)

    




x x x x

x

e e e e

e
  

          
2 2

2

40 16 40 150

(5 2)

  




x x x x

x

e e e e

e
 

          
2

166 2
, ln

5(5 2)
  



x

x

e
x

e
 

 ិង  
0

0 2

166 166
'(0)

9(5 2)
   



e
g

e
 ។   

- ចំនពាេះអ ុគម ៍នោោរ ើត្ន ដព៖ ( ) ln , 0 f x x x   

ាម ិ ម ័  ន ើងា  

0

( ) ( )
'( ) lim



 


h

f x h f x
f x

h
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0

ln ( ) ln
lim


 


h

x h x

h
 ។ 

ាង ln( ) ln  t x h x  ។   

នាឱំ្យ ln
 

  
 

x h
t

x
   មមូល  

 tx h
e

x
  

 មមូល ( 1) th x e  ។  
នៅនពល 0h  ននាេះ  0t  ។ 

ន ើងា  

0 0

ln ( ) ln
'( ) lim lim

( 1) 

 
 

th t

x h x t
f x

h x e
 

           
0

1 1 1 1 1
lim

11
   

ttx x xe

t

 ។ 

េូចន េះ នបើ ( ) lnf x x  ននាេះ 1
'( ) f x

x
 ដេល 0x  ។ 

 មាគ ល់ 
ក្នុងន ៀវនៅគណិត្វទិ្យា ថាន ក់្ទ្យើ១២ (ក្ប្មិត្មូលដ្ឋា  ) រប ់

ប្ក្ ួងអប់រ ំ  ុវជ   ិង ក្ើឡា (នាេះពុមពឆ្ន ២ំ០១៧) អនក្ ិព ធ
ា ប្ា បញ្ញា ក់្រូបម តន េះាមអ ុគម ៍ប្ចា  គឺម ិនប្បើាម
 ិ ម ័ នទ្យ។ 

ឧទាែរណ៍   

ក្. គណនានេរ ើនវ 'y    ិង '(8)y  ន អ ុគម ៍  

    6ln y x  ។ 
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ខ្. គណនានេរ ើនវ 'y    ិង '(1)y  ន អ ុគម ៍  

    33ln 6 7 2   xy x e x x  ។  

គ. គណនានេរ ើនវ '( )g x    ិង 2'(e )g  ន អ ុគម ៍  

    4ln 10
( )

3ln 8






x
g x

x
 ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

ក្. គណនានេរ ើនវ 'y    ិង '(8)y  ។  

ន ើងមា  6ln y x  ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ 0x ។ 

ាមរូបម តង្ហ ន នេរ ើនវ ន ើងា   

6
' 6( ln ) '   y x

x
 

 ិង  

6 3
'(8)

8 4
   y  ។   

ខ្. គណនានេរ ើនវ 'y    ិង '(1)y  ។  

ន ើងមា  33ln 6 7 2   xy x e x x  ក្ណំត់្ា 
ចំនពាេះ 0x  ។ 

ាមរូបម តង្ហ  ងិរូបម តប្គេឹះន នេរ ើនវ ន ើងា   
3' (3ln ) ' (6 ) ' (7 ) ' (2 ) '   xy x e x x  
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     23
6 21 2   xe x

x
  

 ិង  

1 23
'(1) 6 21(1) 2 6 16

1
      y e e  ។  

គ. គណនានេរ ើនវ '( )g x    ិង 2'(e )g  ។  

ន ើងមា  
4ln 10

( )
3ln 8






x
g x

x
 ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ 0x  

 ិង 3ln 8 0 x   មមូល 0x   ិង 8/3x e    

 មមូល 8/3 8/3(0, ) ( , )    x D e e  ។ 

ាមរូបម តង្ហ  ងិរូបម តប្គេឹះន នេរ ើនវ ន ើងា   

2

(4ln 10) ' (3ln 8) (4ln 10) (3ln 8) '
'( )

(3ln 8)

      




x x x x
g x

x
               

        
2

4 3
(3ln 8) (4ln 10)

(3ln 8)

    




x x
x x

x
  

        
2

(12ln 32) (12ln 30)

(3ln 8)

  




x x

x x
 

        
2

62
,

(3ln 8)
  


x D

x x
 

 ិង  
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2

2 2 2 2

62 31
'(e )

e (3ln e 8) 98e
 


g  ។ 

ឧទាែរណ៍   

ក្. នបើ '(3) 5f  ចូរគណនា 

   
0

( 3) (3 )
lim

sin 2

  

x

f x f x

x
  ។ 

ខ្. នបើ '(5) 12g  ចូរគណនា  

   
0

(sin 5) (tan 5)
lim

sin tan

  

x

g x g x

x x
 ។  

គ. នបើ '( ) 8h   ចូរគណនា  

   
0

( 5 ) ( 3 )
lim


  

x

h x h x

x

   ។  

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

ក្. គណនា
0

( 3) (3 )
lim

sin 2

  

x

f x f x

x
 ។ 

ន ើងមា ៖
0

( 3) (3 )
lim

sin 2

  

x

f x f x

x
 

0

( 3) (3 ) 2
lim [ ]

2 sin 2

  
 

x

f x f x x

x x
 

0 0

( 3) (3 ) 1
lim lim

sin 22

2

 

  
 

x x

f x f x

xx

x
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0

( 3) (3 ) 1
lim

2 1

  
 

x

f x f x

x
  

0

[ ( 3) (3)] [ (3) (3 )]
lim

2

    


x

f x f f f x

x
 

0 0

1 ( 3) (3) 1 (( ) 3) (3)
lim lim

2 2 ( ) 

    
 

x x

f x f f x f

x x
 

1 1
'(3) '(3) '(3) 5

2 2
   f f f  ។  

េូចន េះ ន ើងា  
0

( 3) (3 )
lim 5

sin 2

  


x

f x f x

x
 ។ 

ខ្. គណនា
0

(sin 5) (tan 5)
lim

sin tan

  

x

g x g x

x x
 ។ 

ន ើងមា ៖
0

(sin 5) (tan 5)
lim

sin tan

  

x

g x g x

x x
 

0

[ (sin 5) (5)] [ (5) (tan 5)]
lim

sin tan

    


x

g x g g g x

x x
 

0 0

(sin 5) (5) (5) (tan 5)
lim lim

1 tan (cos 1)
sin (1 )

cos

 

   
 




x x

g x g g g x

x x
x

x

 

0

(sin 5) (5) cos
lim [ ]

sin cos 1

 
 

x

g x g x

x x
 

0

(tan 5) (5) 1
lim [ ]

tan cos 1

 
 

x

g x g

x x
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0 0

cos 1
lim [ '(5) ] lim [ '(5) ]

cos 1 cos 1 
   

 x x

x
g g

x x
 

0

cos 1
lim [ '(5) ]

cos 1


 

x

x
g

x
 

0
lim [ '(5) 1] '(5) 12


   
x

g g  ។  

េូចន េះ ន ើងា  
0

(sin 5) (tan 5)
lim 12

sin tan

  


x

g x g x

x x
 ។ 

គ. គណនា
0

( 5 ) ( 3 )
lim


  

x

h x h x

x

   ។ 

ន ើងមា ៖
0

( 5 ) ( 3 )
lim


  

x

h x h x

x

   

0

[ ( 5 ) ( )] [ ( ) ( 3 )]
lim


    


x

h x h h h x

x

     

0 0

( 5 ) ( ) ( ) ( 3 )
lim lim
 

   
 

x x

h x h h h x

x x

     

0 0

( 5 ) ( ) ( 3 ) ( )
5 lim 3 lim

5 3 

   
 

x x

h x h h x h

x x

     

5 '( ) 3 '( ) 2 '( ) 2(8) 16    h h h    ។  

េូចន េះ ន ើងា  
0

( 5 ) ( 3 )
lim 16


  


x

h x h x

x

   ។ 
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ឧទាែរណ៍   

គណនានេរ ើនវន អ ុគម ៍ ( )
1 | |




x
f x

x
 ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

គណនានេរ ើនវន អ ុគម ៍ f  ។ 

ន ើងមា  ( )
1 | |




x
f x

x
 ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ  x

ពើនប្ពាេះ | | 0x  នាឱំ្យ 1 | | 0 x  នែើ  
| |

(| |) ' 
x

x
x
 

ចំនពាេះ 0x (ឧទាែរណ៍មុ ) ។ 

- នបើ 0x  ននាេះាមរូបម តន នេរ ើនវ ន ើងា  

2

( ) '(1 | |) (1 | |) '
'( )

(1 | |)

  




x x x x
f x

x
  

    
2

| |
1 | | ( )

(1 | |)

 




x
x x

x

x
 

    
2 2

1 | | | | 1

(1 | |) (1 | |)

 
 

 

x x

x x
 

- នបើ 0x  នាឱំ្យ 

0

(0 ) (0)
'(0) lim



 


h

f h f
f

h
 

   
0

0
1 | |

lim






h

h

h

h
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0

1 1
lim 1

1 | | 1 | 0 |
  

 h h
 ។ 

េូចន េះ នេរ ើនវន អ ុគម ៍ f  គឺ 2

1
'( )

(1 | |)



f x

x
 

ចំនពាេះ  x ។ 

ឧទាែរណ៍   

នគឱ្យអ ុគម ៍ f  ក្ណំត់្នលើ  នដ្ឋ  
( ) (1 )(2 )(3 ) ... (2024 )      f x x x x x ។  

ចូរគណនា '(1)f ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

គណនា '(1)f ។ 

ន ើងមា  ( ) (1 )(2 )(3 ) ... (2024 )      f x x x x x  
ក្ំណត់្ា ចំនពាេះ  x  ។ 

ាម ិ ម ័ ន នេរ ើនវ ន ើងា  

0

(1 ) (1)
'(1) lim



 


h

f h f
f

h
 

0

[1 (1 )][2 (1 )][3 (1 )] ... [2024 (1 )]
lim


         


h

h h h h

h

0
lim (1 )(2 ) ... (2023 )


      
h

h h h  

1 2 ... 2023 2023!        ។ 

េូចន េះ '(1) 2023! f  ។ 
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៤.៣  ររូមៃតដេរដីេនៃអៃុគមៃ៍រណ្ដដ ក្ស់ 
ប្ទ្យ ឹដើបទ្យទ្យើ៤ 9   
នគឱ្យអ ុគម ៍ ( )u g x  មា នេរ ើនវប្ត្ង់ x a   ិង 

( )y f u  មា នេរ ើនវប្ត្ង់ 0 ( )u g a  ។ ននាេះនគា  
( ) ( )( )F x f g x  មា នេរ ើនវប្ត្ង់ x a  នែើ  

0'( ) ( )'( ) '( ) '( )  F a f g a f u g a   
         '( ( )) '( ) f g a g a  ។ 

ន ើងមា  ប្មា បញ្ញា ក់្េូចត្នៅ៖ 

ន ើងមា  ( ) ( )( ) ( ( )) F x f g x f g x  ។ 

ាម ិ ម ័  ន ើងា   

(g( )) ( ( ))
'( ) lim






x a

f x f g a
F a

x a
   

(g( )) ( ( )) ( ) ( )
lim [ ] ,

( ) ( )

( ) ( )



 
 

 



x a

f x f g a g x g a

g x g a x a

g x g a

 

0

0

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
 

 
 

 u u x a

f u f u g x g a

u u x a
  

0'( ) '( ) '( ( )) '( )   f u g a f g a g a   

                                                 
9
    ួ  ូវា   ់ << វភិាគចំ  ួពិត្ ភាគ១  >> ាក្លវទិ្យាល ័ភូមិ ាភនំនពញ  
   នេា តឺ្ម ងគ់ណិត្វទិ្យា ភនំនពញ ឆ្ន ២ំ០០៧ ។ 
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ពើនប្ពាេះ ( )u g x  មា នេរ ើនវប្ត្ង់ x a   ិង ( )y f u  
មា នេរ ើនវប្ត្ង់ 0 ( )u g a  ។ 

េូចន េះ ( ) ( )( )F x f g x  មា នេរ ើនវប្ត្ង់ x a  នែើ  

'( ) ( ) '( ) '( ( )) '( )  F a f g a f g a g a  ។ 

នដ្ឋ  x a   ិង 0 ( )u g a  ជាធាតុ្ទូ្យនៅណាមួ ក្នុង
 ំណំុរងន   ននាេះន ើង ប្មលួប្ទ្យឹ ដើបទ្យនៅជា៖ 

នបើអ ុគម ៍ ( )u g x   ិង ( )y f u  មា នេរ ើនវនរៀង

គ្នន  ននាេះនគា    
dy dy du

dx du dx
 ឬ 

( ( ) ) '( ) '( ) '( ) '( )   
d

f u x f u u x f u g x
dx

 ។ 

ឧទាែរណ៍   

ក្. គណនានេរ ើនវ '( )y x    ិង '(1)y  ន អ ុគម ៍  

    2 52(7 5) y x  ។ 

ខ្. គណនានេរ ើនវ '( )y x    ិង '(2)y  ន អ ុគម ៍     

    
3 2 12

3

(3 4 5 8)


  
y

x x x
 ។  

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

ក្. គណនានេរ ើនវ '( )y x    ិង '(1)y  ។  

ន ើងមា  2 52(7 5) y x  ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ  x ។ 
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ន ើងាង 27 5 u x   ិង 52y u  ។ 

នាឱំ្យ 14
du

x
dx

  ិង 410
dy

u
du

 ។ 

ាមរូបម តនេរ ើនវន អ ុគម ៍បណាដ ក់្ ន ើងា   

'( )   
dy dy du

y x
dx du dx

 

            
4 2 410 14 140 (7 5)   u x x x  

 ិង  
2 4'(1) 140(1)(7(1) 5) 140 16 2240    y  ។ 

ខ្. គណនានេរ ើនវ '( )y x    ិង '(2)y  ។  

ន ើងមា  
3 2 12

3 2 12

3
3(3 4 5 8)

(3 4 5 8)

    
  

y x x x
x x x

 

ក្ំណត់្ា ចំនពាេះ 3 23 4 5 8 0   x x x ។ 

ន ើងាង 3 23 4 5 8   u x x x   ិង 123 y u  ។ 

នាឱំ្យ 3 2(3 ) ' (4 ) ' (5 ) ' (8) '   
du

x x x
dx

 

   29 8 5  x x   

 ិង 13 133( 12) 36    
dy

u u
du

 ។ 
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ាមរូបម តនេរ ើនវន អ ុគម ៍បណាដ ក់្ ន ើងា   

'( )   
dy dy du

y x
dx du dx

 

             
13 236 (9 8 5)    u x x  

             
2 3 2 1336(9 8 5)(3 4 5 8)      x x x x x  

             

2

3 2 13

36(9 8 5)

(3 4 5 8)

  


  

x x

x x x
 

ចំនពាេះ 3 23 4 5 8 0   x x x  

 ិង  
2

3 2 13

36(9(2) 8(2) 5)
'( 2)

(3(2) 4(2) 5(2) 8)

  


  
y  

13 11

13

36 25
900 10 9 10

10

  
        ។ 

ឧទាែរណ៍  

ក្. គណនានេរ ើនវ '( )y x   ិង '(1)y  ន អ ុគម ៍  

    3 77(2 5 4)  xy e x  ។ 

ខ្. គណនានេរ ើនវ '( )y x   ិង '(2)y  ន អ ុគម ៍  

    2ln ( 1 ) y x  ។ 
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គ. គណនានេរ ើនវ '( )y x   ិង '(0)y  ន អ ុគម ៍  

    
4

4

2 3
10 ln

5 7

 
    

x

x

x e
y

x e
 ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

ក្. គណនានេរ ើនវ '( )y x    ិង '(1)y  ។  

ន ើងមា  3 77(2 5 4)  xy e x  ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ 
 x  ។ 

ន ើងាង 32 5 4  xu e x   ិង 77y u  ។ 

នាឱំ្យ 3 2(2 ) ' (5 ) ' (4) ' 2 15    x xdu
e x e x

dx
  

 ិង 6 67(7 ) 49 
dy

u u
du

 ។ 

ាមរូបម តនេរ ើនវន អ ុគម ៍បណាដ ក់្ ន ើងា   

'( )   
dy dy du

y x
dx du dx

 

           
6 249 (2 15 )  xu e x  

           
2 3 649(2 15 )(2 5 4)   x xe x e x  ចំនពាេះ  x  

 ិង  
1 2 1 3 6'(1) 49(2 15(1) )(2 5(1) 4)   y e e  

          649(2 15)(2 1)  e e  ។   
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ខ្. គណនានេរ ើនវ '( )y x    ិង '(2)y  ។  

ន ើងមា  2ln ( 1 ) y x  ក្ណំត់្ា ចំនពាេះ  x  

ពើនប្ពាេះ 21 0 x  ។ 

ន ើងាង 21 u x   ិង lny u  ។ 

នាឱំ្យ 
2

2

(1 ) '

2 1






du x

dx x
    

      
2 2

2

2 1 1
 

 

x x

x x
 

 ិង 
1


dy

du u
 ។ 

ាមរូបម តនេរ ើនវន អ ុគម ៍បណាដ ក់្ ន ើងា   

'( )   
dy dy du

y x
dx du dx

 

            
22

1

11
  



x x

u xx
 

 ិង  

2

2 2
'(2)

51 2
 


y  ។ 
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គ. គណនានេរ ើនវ '( )y x    ិង '(0)y  ។  

ន ើងមា  
4

4

2 3
10 ln

5 7

 
    

x

x

x e
y

x e
 ។ 

ន ើងាង 
4

4

2 3

5 7






x

x

x e
u

x e
  ិង 10lny u  ។ 

នាឱំ្យ 
4 4 4 4

4 2

(2 3 ) '(5 7 ) (2 3 )(5 7 ) '

(5 7 )

    




x x x x

x

du x e x e x e x e

dx x e
 

3 4 4 3

4 2

(8 3 )(5 7 ) (2 3 )(20 7 )

(5 7 )

    




x x x x

x

x e x e x e x e

x e

4 3

4 2

4

(5 7 )






x x

x

x e x e

x e
 

 ិង 
10


dy

du u
 ។ 

ាមរូបម តនេរ ើនវន អ ុគម ៍បណាដ ក់្ ន ើងា   

'( )   
dy dy du

y x
dx du dx

 

            

4 3

4 2

10 ( 4 )

(5 7 )


 



x x

x

x e x e

u x e
 

            

4 3

4
4 2

4

10( 4 )

2 3
(5 7 ) ( )

5 7





 



x x

x
x

x

x e x e

x e
x e

x e
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4 3

4 4

10( 4 )

(5 7 )(2 3 )




 

x x

x x

x e x e

x e x e
 

 ិង  
4 0 3 0

4 0 4 0

10((0) 4(0) ) 0
'(0) 0

21(5(0) 7 )(2(0) 3 )


  

 

e e
y

e e
 ។ 

ឧទាែរណ៍  

រក្ 'y  ជាអ ុគម ៍ន  x   ិង y  នលើទ្យំនាក់្ទ្យ ំង៖  

ក្. 2 22 3 7 xy yx  ដេល ( )y y x  

ខ្. 2 55 6 4 2 3   x y xy x y   

  ដេល ( )y y x  ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

ក្. រក្ 'y  ជាអ ុគម ៍ន  x   ិង y  ។  

ន ើងមា ទ្យនំាក់្ទ្យ ំង 2 22 3 7 xy yx   

ដេល ( )y y x  ។ 

ន ើងន ែើនេរ ើនវនលើអងគទាងំពើរន ទ្យំនាក់្ទ្យំ ងន េះ ន ើងា  

 2 2(2 3 ) (7) 
d d

xy yx
dx dx

 

 មមូល 2 2(2 ) (3 ) 0 
d d

xy yx
dx dx
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 មមូល 2 2 2 22 ( ) 2 ( ) 3 (y) 3 ( ) 0       
d d d d

x y x y x y x
dx dx dx dx

 

 មមូល 2 22 2 2 3 3 2 0     
dy dy

y x y x y x
dx dx

 

           (រូបម តបណាដ ក់្ 2 2( ) ( ) 2 '  
d d dy

y y y y
dx dy dx

) 

 មមូល 2 22 4 ' 3 ' 6 0   y xy y x y x y  

 មមូល 2 2' (4 3 ) 2 6   y xy x y x y  

េូចន េះ 
2

2

2 6
'

4 3

 




y x y
y

xy x
 ។ 

ខ្. រក្ 'y  ជាអ ុគម ៍ន  x   ិង y  ។  

ន ើងមា ទ្យនំាក់្ទ្យ ំង 2 55 6 4 2 3   x y xy x y   

ដេល ( )y y x  ។ 

ន ើងន ែើនេរ ើនវនលើអងគទាងំពើរន ទ្យំនាក់្ទ្យំ ងន េះ ន ើងា  

 2 5(5 6 4 ) (2 3 )   
d d

x y xy x y
dx dx

 

 មមូល 2 5(5 ) (6 ) (4 ) (2 ) (3 )   
d d d d d

x y xy x y
dx dx dx dx dx

 

 មមូល 45 6 (4 ) 4 4 15      
dy d dy dy

x y x x y
dx dx dx dx

 

   (រូបម តបណាដ ក់្) 
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 មមូល 45 4 4 15 6 4    
dy dy dy

y x y x
dx dx dx

 

 មមូល 4(15 6 4 ) 5 4 4    
dy

y x y x
dx

 

េូចន េះ 
4

5 4 4
'

15 6 4

 
 

 

dy y x
y

dx y x
 ។ 

ឧទាែរណ៍  

រក្ 'y  ជាអ ុគម ៍ន  x   ិង y  នលើទ្យំនាក់្ទ្យ ំង  
2 2 3 63 6 4 5  x y xy x y  ដេល ( )y y x  ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 

រក្ 'y  ជាអ ុគម ៍ន  x   ិង y  ។  

ន ើងមា ទ្យនំាក់្ទ្យ ំង 2 2 3 63 6 4 5  x y xy x y   

ដេល ( )y y x  ។ 

ន ើងន ែើនេរ ើនវនលើអងគទាងំពើរន ទ្យំនាក់្ទ្យំ ងន េះ ន ើងា  

 2 2 3 6(3 6 4 ) (5 )  
d d

x y xy x y
dx dx

 

 មមូល 2 2 3 6 3 6(3 ) (6 ) (4 ) (5 ) 5 ( )     
d d d d d

x y xy x y x y
dx dx dx dx dx

 

 មមូល 2 6 3 56 12 ' 4 4 ' 15 30 '    x y y y x y x y x y y  

   (រូបម តបណាដ ក់្) 
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 មមូល 3 5 2 612 ' 4 ' 30 ' 15 6 4    y y x y x y y x y x y  

 មមូល 3 5 2 6(12 4 30 ) ' 15 6 4    y x x y y x y x y  

េូចន េះ 
2 6

3 5

15 6 4
'

12 4 30

 


 

x y x y
y

y x x y
 ។ 

ឧទាែរណ៍  

រក្ 'y  ដេល ( )y y x  ន្ាៀងផ្កា ត់្ មើោរដខ្ែនោង  
2 2 3 2 2( ) x y x y  ។ 

ន ើងមា េំនណាេះប្ា េូចត្នៅ៖ 
រក្ 'y  ។  
ន ើងមា  មើោរ 2 2 3 2 2( ) x y x y   
ដេល ( )y y x  ។ 

ន ើងន ែើនេរ ើនវនលើអងគទាងំពើរន  មើោរន េះ នដ្ឋ នប្បើរូបម តនេរ ើនវ
ន អ ុគម ៍្លគុណ  ងិ អ ុគម ៍បណាដ ក់្ ន ើងា ៖ 

 2 2 3 2 2[ ( ) ] ( ) 
d d

x y x y
dx dx

 

 មមូល 2 2 2 2 2 2 23( ) (2 2 ) ( ) ( )     
dy d d

x y x y x y x y
dx dx dx

 

 មមូល 2 2 2 2 2 2 2 26 ( ) 6 ( ) 2 2    
dy dy

x x y y x y x y x y
dx dx

 

   (រូបម តបណាដ ក់្) 
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 មមូល 2 2 2 2 2 2 2 26 ( ) 2 2 6 ( )    
dy dy

y x y x y x y x x y
dx dx

 

 មមូល 2 2 2 2 2 2 2 2[6 ( ) 2 ] ' 2 6 ( )    y x y x y y x y x x y  

េូចន េះ 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 6 ( )
'

6 ( ) 2

 


 

x y x x y
y

y x y x y
 ។ 

 

 
ជាចុងនប្ោ ន េះ ចំនពាេះន ៀវនៅ ោរ កិ្ាប្ទ្យ ឹដើនេរ ើនវន អ ុ

គម ៍  (Study  of  Derivative  Theory  of  Functions)  
(ភាគទ្យើ១) ន េះ ខ្្ុ ំា  ិក្ាប្ាវប្ជាវប្ត្ឹមរូបម តនេរ ើនវន អ ុគម ៍
បណាដ ក់្ប ុនណាា េះ ។ ខ្្ុ ំ ឹង កិ្ាប្ាវប្ជាវប តអពំើ នេរ ើនវលដំ្ឋប់ខ្ព ់ 
 ប្មាប់ន ៀវនៅភាគទ្យើ២ ។ 
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ដសចក្សដីសៃនិដ្ឋា ៃ   
 

បនាា ប់ពើោរអ ឬ ិក្ានលើន ៀវនៅ ោរ កិ្ាប្ទ្យ ឹដើនេរ ើនវន 
អ ុគម ៍ (Study of Derivative Theory of Functions) (ភាគ
ទ្យើ១) ន េះ  ិ ែ  ិ ែតិ្  ិង អនក្ ិក្ាប្ាវប្ជាវគណិត្វទិ្យាអច៖ 

- មា ោរ ល់េងឹអំពើនគ្នលោរណ៍ន នេរ ើនវន អ ុគម ៍ក្នុង
គណិត្វទិ្យាមា ៖ ប្បធា បទ្យ ភាានប្បើ  ិ ម ័   មិិត្ត ញ្ញញ  
ោរគណនា ោរប្ា បញ្ញា ក់្ប្ទ្យឹ តើបទ្យ រូបម ត  ិង វ ិើាស្ត តនដ្ឋេះ
ប្ា  ។ 

- ពប្ងើង  ិង ពប្ងកឹ្បដ ថម មត្ថភាពបនប្ងៀ   ិង នរៀ  ាម
រ :ោរ កិ្ាប្ាវប្ជាវប្ទ្យឹ ដើនេរ ើនវក្នុងគណិត្វទិ្យា  ិង មា ក្បួ 
ខាន ត្នដ្ឋេះប្ា ឧទាែរណ៍ឬលំហាត់្នេរ ើនវា ប្ត្ឹមប្ត្ូវ ប្ពមទាងំ
អភិវឌឍបណិំ ោរគិត្ា  មនែតុ្្ល នដ្ឋ មា អណំេះអំណាង
ាម ិ ម ័  ប្ទ្យ ឹតើបទ្យ  ិង រូបម ត ។ 

- ន ែើទ្យំនាក់្ទ្យំ ងអ តរក្មមវ ិើ កិ្ាពើគណិត្វទិ្យាជាមួ វ ័ិ  
វទិ្យាាស្ត តន្ែងនទ្យៀត្េូចជា រូបវទិ្យា គើមើវទិ្យា វ ិែក្មម ន េាក្ិចច  ងិ 
ជើវវទិ្យា ។ 

-  ក្ចំនណេះេឹងន  ោរ កិ្ាប្ទ្យ ឹដើនេរ ើនវន អ ុគម ៍ នៅអ ុ
វត្តក្នុងជើវភាពរ ់នៅប្បចានំថ្ៃរប ់ម ុ ែេូចជា ោររក្នលបឿ  ោរ
រក្អប្ាដេលបរមិាណមួ ដប្បប្បួល នដ្ឋ ន ៀប ងឹបរមិាណម ួ
នទ្យៀត្ ។ល។ 
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ឯកសារយោង 

១.  ួ   ូវា  ់  << វភិាគច ំួ ពិត្ ភាគ១  >> ាក្លវទិ្យា 
     ល័ ភូមិ ាភនំនពញ នេា ត្មឺ ង់គណិត្វទិ្យា ភនំនពញ  
     ឆ្ន ២ំ០០៧ ។ 

២.  មឹ អ ុវឌឍ ៈវជិាា   << គណិត្វទិ្យា២  >> ាក្លវទិ្យា 
     ល័ ភូមិ ាភនំនពញ នេា ត្មឺ ង់គណិត្វទិ្យា ភនំនពញ  
     ឆ្ន ២ំ០០0 ។ 

៣. គណៈក្មមោរ ពិ ធ  << គណិត្វទិ្យា ថាន ក់្ទ្យើ១១ ក្ប្មិត្ 
     មូលដ្ឋា   >> នាេះពុមព្ា នដ្ឋ ប្គឹេះាថ  នាេះពុមព ងិ 
     ដចក្្ា ន ប្ក្ ួងអប់រ ំ ុវជ   ងិ ក្ើឡា ភនំនពញ ឆ្ន  ំ
     ២០០៩ ។ 

៤. គណៈក្មមោរ ិព ធ  << គណិត្វទិ្យា ថាន ក់្ទ្យើ១២ ក្ប្មិត្ 
     មូលដ្ឋា   >> នាេះពុមព្ា នដ្ឋ ប្គឹេះាថ  នាេះពុមព ងិ 
     ដចក្្ា ន ប្ក្ ួងអប់រ ំ ុវជ   ងិ ក្ើឡា ភននំពញ ឆ្ន  ំ
     ២០១៧ ។ 

៥. https://www.encyclopedia.com/science-and-  
     technology/mathematics/mathematics/derivative 

៦. https://marktomforde.com/academic/ 

      miscellaneous/calculus-history/calchistory.html 

៧. https://en.wikipedia.org/wiki/Limit_of_a_function 
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៨. https://math.libretexts.org/Courses/Mount_Royal 

      _University/MATH_1200%3A_Calculus_for_ 

     Scientists_I/1%3A_Limit__and_Continuity_of_ 

     Functions/1.5%3A_Formal_Definition_of_a_ 

     Limit_(optional) 

៩. https://www.mathsisfun.com/calculus/limits- 

     formal.html 

១០. https://www.geeksforgeeks.org/formal- 

        definition-of-limits/ 

១១. https://math.libretexts.org/Bookshelves/Calculus/ 

        Calculus_(OpenStax)/03%3A_Derivatives/ 

        3.02%3A_The_Derivative_as_a_Function 

១២. https://education.ti.com/html/t3_free_courses/ 

         calculus84_online/mod10/mod10_lesson1.html 

១៣. https://socratic.org/questions/what-is-the-formal- 

         definition-of-a-derivative 

១៤. https://tutorial.math.lamar.edu/classes/calci/ 

        DerivativeProofs.aspx#Extras_DerPf_DefCont 

១៥. https://math24.net/definition-derivative.html#   
         example1 

១៦. https://www.slideshare.net/iramkhan66/ 

         applications-of-derivatives-56443012 

១៧. https://www.superprof.co.uk/resources/academic 

         /maths/calculus/derivatives/one-sided- 

         derivative.html 
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១៨. https://www.brainkart.com/article/One-sided-  
        derivatives-(left-hand-and-right-hand-derivatives) 

        ---The-concept-of-derivative_36105/ 

១៩. https://www.brainkart.com/article/The-concept-  
         of-derivative_36101/ 

២០. https://en.wikipedia.org/wiki/Derivative 

២១. http://www.sosmath.com/tables/derivative/ 

         derivative.html 
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